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Abstract: In the first part of the paper, one-parameter (1P), fifth and seventh order polynomial interpolation 

convolution kernels, are described. In the second part of the paper an Experiment is described. The precision of the 

image interpolation was tested. Interpolation of the Test images from the base, using interpolation kernels, were 

performed. The precision of the interpolation kernels was measured using the mean squared error (MSE). Next, 

optimum kernel parameter, α, were determined by minimizing MSE. After that, a comparative analysis of the 

minimum MSE values, for the fifth and seventh order polynomial kernels, was performed. The results are presented 

tabularly and graphically.    
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Sadržaj: U prvom delu rada opisana su jedno-parametarska (1P) polinomijalna, interpolaciona konvoluciona jezgra, 

petog i sedmog reda. U drugom delu rada opisan je Eksperiment pomoću koga se testira preciznost interpolacije 

opisanih jezgara. Interpolirane su Test slike iz baze. Preciznost interpolacionih jezgara merena je pomoću srednje 

kvadratne greške (MSE). Određene su optimalne vrednosti parametra jezgara, α, minimiziranjem MSE. Nakon toga, 

izvršena je komparativna analiza minimalnih vrednosti MSE za jezgra petog i sedmog reda. Rezultati su prikazani 

tabelarno i grafički. 

Ključne reči: digitalno procesiranje slike, konvolucija, interpolacija, interpolaciono jezgro, kernel parametar. 

 

1. UVOD 

Kod procesiranja signala često je neophodno primeniti interpolaciju. Za rad u realnom vremenu najčešće se 

primenjuje konvoluciona interpolacija (Meijering et al., 2003), (Gajalakshmi et al., 2021) Konvoluciona 

interpolacija uniformno semplovanih podataka realizuje se primenom interpolacionog konvolucionog jezgra 

(Meijering et al., 2001). Po teoriji uzorkovanja sinc funkcija predstavlja idealno interpolaciono jezgro (Pratt, 1978). 

Idealno interpolaciono jezgro  
sin x

r x
x




 (sinc funkcija) zbog svoje beskonačne dužine je neostvarljivo. Zato je 

razvijen veliki broj konvolucionih jezgara konačne dužine (Meijering et al., 1999). Najjednostavnija jezgra koja 

dobro aproksimiraju sinc funkciju su polinomijalna konvoluciona jezgra. Implementacijom različitih interpolacionih 

jezgra postiže se različita preciznost i efikasnost interpolacionih algoritama (Li et al, 2019). Izbor interpolacionog 

jezgra direktno utiče na brzinu izvršavanja interpolacionih algoritama i njihovu numeričku preciznost. Kako bi se 

minimizirala greška interpolacije i jezgro što bolje prilagodilo problematici, vrši se parametrizacija jezgra (Park et 

al., 1982). Kod primene konvolucione interpolacije često se koristi jednoparametarsko kubno interpolaciono jezgro 

koje je Keys opisao u radu (Keys 1981). Primenjuju se i parametarska polinomijalna jezgra čiji je red veći od 3 i 

manji od 10, kao i jezgra sa više parametara. U radovima (Milivojević et all,2017), (Savić et all 2020) pokazano je 

da je kubno komvoluciono jezro sa tri parametra preciznije u odnosu na 1P Keys jezgro. U radu (Savić et all 2022) 

pokazano je da je kod interpolacije audio signala primenom 1P jezgra sedmog reda povećana preciznost i tačnost 

interpolacije u odnosu na interpolaciju sa implementiranim 1P jezgrom petog reda. 
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U ovom radu vršena je konvoluciona interpolacija sa implementiranim 1P jezgrom petog reda i 1P jezgrom sedmog 

reda kod interpolacije nekih test slika. Izračunavana je srednje kvadratna greška interpolacije kod test slika. Izvršena 

je komparativna analiza u odnosu na preciznost procene. Procena preciznosti utvrđena je na osnovu minimalne 

vrednosti srednje kvadratne greške interpolacije primenom 1P jezgra petog i 1P jezgra sedmog reda. 

Eksperimentalnim putem određeni su optimalni parametri 1P interpolacionog jezgara petog i 1P interpolacionog 

jezgra sedmog reda. 

 

2. INTERPOLACIONA KONVOLUCIONA JEDNOPARAMETARSKA JEZGRA 

2.1 Jednoparametarsko (1P) interpolaciono jezgro petog reda 

U radu (Meijering et al., 1999)  definisano je 1P konvoluciono - interpolaciono jezgro petog reda, dužine L = 6 sa: 
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gde je α parametar jezgra. 

2.2 Jednoparametarsko (1P) interpolaciono jezgro sedmog reda 

Konvoluciono - interpolaciono jezgro sedmog reda, (Meijering et al., 1999) dužine L = 8, definisano je sa: 
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Koeficijenti jezgra su: 
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gde je α parametar jezgra. 
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3. EKSPERIMENTALNI REZULTATI 

3.1 Eksperiment 

Eksperimentalnim putem određuje se optimalna vrednost parametra α za slučaj interpoliracije test slika, X, 

dimenzije MxN. i određuje srednje kvadratna greška interpolacije. Eksperimentom se vrši izbor optimalnih 

parametara a) α = {α1,…,α12} za prirodne slike i b) α = {α1,…,α8}. Analizira se greška procene koja predstavlja 

razliku između tačne i interpolirane vrednosti, niza xM∙N koji je formiran nadovezivanjem vrsta matrice X. Procena 

vrednosti i-te komponente niza realizuje se formiranjem i-tog bloka xBi = {xi-L+1…, xi-1, xi+1,… xi+L-1} i primenom 1P 

konvolucionog jezgra petog i sedmog reda sa parametrima αk, za svako k =1,2,…,K, gde je K = 12 za prirodne slike i 

K = 8 za veštačke slike. Određuje se greška interpolacije 
i ie x x   i izračunava MSE za svako αk i određuje 

 arg minopt MSE


  . 

3.2 Baza 

Baza je sačinjena od a) prirodnih standardnih test slika: Lena, Barbara, Camerman, Goldhill, Boats, Baboon, Cat, 

Fruits, Peppers, Pool, Tulips, Watch i b) veštačkih slika. Prirodne test slike prikazane su na sl.1, a veštačke na sl.2. 

 

 
a) Lena 

 
b) Barbara 

 
c) Camerman 

 
d) Goldhill 

 
e) Boats 

 
f) Baboon 

 
g) Cat 

 
h) Fruits 

 
i) Pappers 

 
j) Pool 

 
k) Tulips 

 
h) Watch 

Slika 1.  Prirodne test slike  
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a) Sl.1 

 
b) Sl.2 

 
c) Sl.3 

 
d) Sl.4 

 
e) Sl.5 

 
f) Sl. 6 

 
g) Sl. 7 

 
h). Sl.8 

Slika 2. Veštačke test slike  

3.3 Rezultati 

Primenom 1P jezgra petog reda i 1P jezgra sedmog reda kod interpolacije nekih test slika dobijeni su rezultati za 

optimalne vrednosti parametra jezgra (αopt) i minimalne vrednosti MSE (MSEmin) koji su prikazani u tabelama i na 

slikama. U tabeli 1 prikazani su rezultati za prirodne slike, a u tabeli 2 za veštački generisane slike. U svim tabelama 

prikazane su i srednje vrednosti optimalnih parametara i minimalnih vrednosti MSE.  

 

Tabela 1. Minimalna srednje kvadratna greška za prirodne test slike 

 1P jezgro 5. reda 1P jezgro 7. reda 

Slika αopt MSEmin αopt MSEmin 

Lena 0.0500 114.5172 -8.5304*10-4 114.4321 

Barbara -0.0500 265.0352 0.0014 264.8121 

Camerman 0.0100 572.2504 -1.0000*10-4 572.3069 

Goldhill 0.0200 134.4573 -2.0000*10-4 134.4394 

Boats -0.0300 359.3078 0.0011 360.9105 

Baboon 0.0200 180.4550 1.4696*10-4 181.0123 

Cat 0.0500 73.5359 -8.5304*10-4 73.5295 

Fruits 0.0100 36.6249 1.0000*10-4 36.6328 

Pappers 0.0400 114.0118 -8.5304*10-4 114.0921 

Pool 0.0400 33.8392 -7.0000*10-4 33.8279 

Tulips 0.0600 61.6022 -8.5304*10-4 61.5693 

Watch 0.0600 25.3594 -8.5304*10-4 25.3901 

     

0.0233 164.2497 -2.0985*10-4 164.4129 

 

Tabela 2. Minimalna srednje kvadratna greška za veštačke test slike 

 1P jezgro 5. reda 1P jezgro 7. reda 

Veštačke slike αopt MSEmin αopt MSEmin 

Sl. 1 -0.0100 302.7383 4.0000*10-4 305.5126 

Sl. 2 -0.0013 0.1560 4.0000*10-4 0.1547 

Sl. 3 0.0600 0.0516 -0.0011 0.0509 

Sl. 4 0.0400 0.1156 -7.0000*10-4 0.1165 

Sl. 5 0.0200 0.1128 -3.0000*10-4 0.1136 

Sl. 6 0.0300 0.1366 -5.0000*10-4 0.1361 

Sl. 7 -0.0100 0.1348 6.0000*10-4 0.1350 

Sl. 8 0.0400 0.0803 -7.0000*10-4 0.0809 

     

0.0211 37.9407 -2.3750*10-4 38.2875 

_ 5_ _1 _opt red P e 5 _1 _red P eMSE  _ 7 _ _1 _opt red P e 7 _1 _red P eMSE 

_ 5_ _1 _opt red P e 5 _1 _red P eMSE  _ 7 _ _1 _opt red P e 7 _1 _red P eMSE 
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a) 

 
b) 

Slika 3. Zavisnost MSE od parametra jezgra a) sedmog reda, b) petog reda kod test slike Goldhill  

 

 
a) 

 
b) 

Slika 4. Zavisnost MSE od parametra jezgra a) sedmog reda, b) petog reda kod veštačke test sl.4.  

 

4. ANALIZA REZULTATA 

Na osnovu eksperimentalnih rezultata prikazanih u tabeli 1 i tabeli 2 zaključuje se da: 

a) kod prirodnih slika opseg optimalnih vrednosti parametra α jezgra petog reda pripada intervalu [-0.05,0.06], a za 

jezgro sedmog reda je αopt ∊ (-0.0009, 0.0014]. Srednja vrednost parametra jezgra petog reda je  =0.0233, 

a za jezgro sedmog reda  = -2.0985*10-4, 

b) kod veštačkih slika opseg optimalnih vrednosti parametra α jezgra petog reda pripada intervalu [-0.01,0.06], a za 

jezgro sedmog reda je αopt ∊ [-0.0011, 0.0006]. Srednja vrednost parametra jezgra petog reda je  = 

0.0211, a za jezgro sedmog reda  = -2.3750*10-4, 

c) kod prirodnih slika srednja kvadratna greška kod 1P interpolacionog jezgra sedmog reda u odnosu na srednje 

kvadratnu grešku 1P jezgra petog reda je MSE_7_red / MSE_5_red = 164.4129/164.2497 = 1.001 puta veća, 

d) kod veštačkih slika srednja kvadratna greška kod 1P interpolacionog jezgra sedmog reda u odnosu na srednje 

kvadratnu grešku 1P jezgra petog reda je MSE_7_red / MSE_5_red = 38.2875/37.9407= 1.0091 puta veća. 

Na osnovui komparativne analize rezultata srednje kvadratne greške za 1P interpolaciono jezgro petog reda i 1P 

interpolaciono jezgro sedmog reda, zaključuje se da je 1P jezgro petog reda preciznije u odnosu na 1P jezgro 

sedmog reda. Obzirom na veću numeričku složenost 1P jezgra sedmog reda u odnosu na 1P jezgro petog reda, 

prednost kod interpolacije slike ima 1P jezgro petog reda. 

 

 

_ 5_ _1 _opt red P e

_ 7 _ _1 _opt red P e

_ 5_ _1 _opt red P e

_ 7 _ _1 _opt red P e
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5. ZAKLJUČAK 

U radu je izvršena komparativna analiza preciznosti interpolacije kod slike primenom 1P intepolacionog jezgra 

petog i sedmog reda. Za razliku od interpolacije kod audio signala gde je jezgro sedmog reda pokazalo znatno veću 

preciznost u odnosu na jezgro petog reda, kod interpolacije slike jezgro sedmog reda pokazalo je manju preciznost. 

Takođe, na osnovu numeričke složenosti 1P jezgro petog reda pogodnije je za primenu za rad u realnom vremenu u 

odnosu na 1P jezgro sedmog reda. 
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